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UNE FAMILLE DE 5-TISSUS PLANS EXCEPTIONNELS
par
Luc Pirio et Jean-Marie Tre´preau
Re´sume´. — Le 5-tissu de Bol, de´couvert en 1936, est reste´ longtemps le seul
exemple ave´re´ de tissu plan exceptionnel. En 2002, Robert [16] et Pirio [13] ont
trouve´ un 9- et des 6- et 7-tissus plans exceptionnels, en relation avec l’e´quation
fonctionnelle de Spence-Kummer du trilogarithme. Plus re´cemment encore, Pirio [14]
a de´couvert trois nouveaux 5-tissus exceptionnels, tre`s simples. Dans cet article, nous
pre´sentons une famille a` un parame`tre de 5-tissus plans exceptionnels, qui contient
ces derniers comme cas limites.
Dans leur pre´sentation la plus naturelle, les tissus de cette famille sont compose´s
d’un syste`me harmonique de quatre faisceaux de droites paralle`les, de´finis respective-
mant par les e´quations {x = cte}, {y = cte}, {x+ y = cte} et {x− y = cte}, et d’un
feuilletage dont les feuilles sont les courbes de niveau de la fonction snkx snky, ou`
snk est une fonction elliptique de Jacobi.
1. Introduction
Pour fixer les ide´es, nous nous plac¸ons dans une situation locale, dans la cate´gorie
analytique. On note (x, y) le point courant de C 2 et on choisit un point de base
(x0, y0) ; fonction voudra dire germe de fonction analytique en (x0, y0), etc...
E´tant donne´ une fonction u telle que du(x0, y0) 6= 0, on note F(u) le feuilletage
dont les feuilles sont les courbes de niveau {u(x, y) = cte} de la fonction u. On dit
que u est une fonction de de´finition du feuilletage. Si f est une fonction de´finie au
voisinage de u(x0, y0) et si f
′(u(x0, y0)) 6= 0, la fonction f(u) := f ◦ u de´finit le meˆme
feuilletage que u.
Soit d ≥ 3 un entier. Un d-tissu en (x0, y0) est une famille non ordonne´e de d
feuilletages F(uk), deux a` deux transverses, i.e. tels que :
si j, k = 1, . . . , d et j 6= k, duj(x0, y0) ∧ duk(x0, y0) 6= 0.
On notera ce tissu :
(1) T (u1, . . . , ud) := {F(u1), . . . ,F(ud)}.
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On dira que deux (germes de) d-tissus T0 en (x0, y0) et T1 en (x1, y1) sont e´quivalents
s’il existe un (germe de) diffe´omorphisme φ, φ(x0, y0) = (x1, y1), qui envoie T0 sur T1.
La the´orie des tissus est ne´e a` la fin des anne´es 1920. Le livre [3] de Blaschke et Bol
dresse le bilan des re´sultats fondamentaux obtenus entre 1927 et 1938. Les re´sultats
que nous rappelons maintenant sont tous pre´sente´s dans [3], sauf la de´couverte re´cente
de nouveaux tissus plans exceptionnels et certains travaux oublie´s des anne´es 1937–
1939 que nous e´voquons a` la fin de cette introduction.
Apre`s la guerre et surtout apre`s 1970, de nouveaux re´sultats ont e´te´ obtenus, en
particulier en dimension ou en codimension plus grandes. Citons seulement, a` titre
d’exemples, les articles de Chern et Griffiths [9], d’Atkivis et Goldberg [1] et de He´naut
[11], dont on pourra consulter les bibliographies.
Une relation abe´lienne du tissu T (u1, . . . , ud) est une relation fonctionnelle de la
forme :
d∑
j=1
φj(uj) duj = 0,
ou` φj est une fonction de´finie au voisinage de uj(x0, y0). On identifie une telle relation
au d-uplet (φ1(u1), . . . , φd(ud)). Les relations abe´liennes forment un espace vectoriel,
ici sur le corps des complexes. La dimension ρ de cet espace est appele´e le rang du
tissu. Elle ve´rifie l’ine´galite´ de Bol :
(2) ρ ≤ ρ(d), ρ(d) := 1
2
(d− 1)(d− 2).
On a par exemple ρ(3) = 1, ρ(4) = 3, ρ(5) = 6, ρ(6) = 10...
De´finition 1.1. — Un d-tissu de rang ρ(d) = (d− 1)(d− 2)/2 est dit de rang max-
imal.
On e´crira plutoˆt une relation abe´lienne sous la forme inte´gre´e :
d∑
j=1
fj(uj) = cte,
ou` fj est une fonction de´finie au voisinage de uj(x0, y0). En faisant cela, on introduit
des relations triviales, les constantes f = (f1, . . . , fd) ∈ C d ; le rang du tissu est la
dimension de l’espace des d-uplets (f ′1(u1), . . . , f
′
d(ud)).
Par exemple, conside´rons d ≥ 3 formes line´aires l1, . . . , ld sur C 2, deux a` deux
line´airement inde´pendantes. Le tissu T (l1, . . . , ld), compose´ de d faisceaux diffe´rents
de droites paralle`les, est de rang maximal. On peut le voir en remarquant que, pour
tout n ∈ IN∗, le syste`me (ln1 , . . . , lnd ) est de rang min(n + 1, d) dans l’espace des
polynoˆmes homoge`nes de degre´ n en (x, y), qui est un espace de dimension n+ 1. Si
1 ≤ n ≤ d−2, il existe donc d−n−1 relations line´aires inde´pendantes entre ln1 , . . . , lnd .
En sommant par rapport a` n, on obtient (d− 2)+ (d− 3)+ · · ·+1 = (d− 1)(d− 2)/2
relations abe´liennes.
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C’est de´ja` un exercice plus difficile de montrer directement qu’un tissu compose´ de
d faisceaux de droites non ne´cessairement paralle`les est de rang maximal. C’est un
cas tre`s particulier d’un re´sultat que nous rappelons maintenant.
On note IˇPC 2 l’espace projectif dual de IPC 2 : un point p ∈ IˇPC 2 repre´sente une
droite l(p) de C IP2 ; a` tout point z ∈ IPC 2 est associe´ le faisceau de droites de sommet
z, donc une droite lz de IˇPC
2.
Soit C ⊂ IˇPC 2 une courbe alge´brique re´duite de degre´ d. Si z est un « point
ge´ne´rique » de IPC 2, la droite lz de IˇPC
2 coupe la courbe C en d points distincts
p1, . . . , pd de IˇPC
2. En associant a` z les d droites l(p1), . . . , l(pd) (elles passent par z),
on de´finit un « d-tissu avec singularite´s » sur C IP2. Au point ge´ne´rique de C IP2, on
obtient un d-tissu au sens usuel. C’est un tissu en droites, c’est-a`-dire que ses feuilles
sont des morceaux de droites.
En ge´ne´ral, le tissu obtenu s’interpre`te comme le tissu des tangentes a` la courbe
duale de C. Dans le cas particulier ou` la courbe C est la re´union de d droites distinctes,
on obtient un tissu de d faisceaux de droites.
De´finition 1.2. — Un tissu obtenu de la fac¸on qu’on vient de de´crire est dit
alge´brique.
Les deux re´sultats suivants sont fondamentaux. Le premier est une interpre´tation,
due a` Blaschke, du the´ore`me d’addition d’Abel en termes de tissus :
The´ore`me 1.3 ([3]). — Tout tissu alge´brique est de rang maximal.
Le second, duˆ a` Blaschke et Howe, est souvent cite´ comme « le the´ore`me d’Abel
inverse » :
The´ore`me 1.4 ([3]). — Tout tissu en droites de rang maximal est un tissu
alge´brique.
De´finition 1.5. — Un tissu e´quivalent a` un tissu alge´brique est dit alge´brisable. Un
tissu de rang maximal non alge´brisable est dit exceptionnel.
Par exemple et c’est trivial, tout 3-tissu T (u1, u2, u3) de rang ρ(3) = 1 est
alge´brisable. En effet, si f1(u1)+ f2(u2)+ f3(u3) = cte est une relation abe´lienne non
triviale du tissu, on ve´rifie facilement que f ′j(uj(x0, y0)) 6= 0, j = 1, 2, 3. On peut
donc prendre f1(u1), f2(u2) et −f3(u3) comme fonctions de de´finition des feuilletages.
En changeant de notation, la relation abe´lienne s’e´crit u3 = u1 + u2 et, en prenant
(u1, u2) comme coordonne´es locales, on voit que le tissu est e´quivalent au tissu
T (x, y, x+ y).
De meˆme et ce n’est pas trivial, tout 4-tissu de rang maximal est alge´brisable. Sous
une forme diffe´rente, ce re´sultat est essentiellement duˆ a` Lie.
Le premier exemple de tissu exceptionnel fut donne´ par Bol en 1935 [3] ; c’est le
5-tissu suivant :
(3) B = T (x, y, y
x
,
1− y
1− x,
x− xy
y − xy ).
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Il est compose´ de quatre faisceaux de droites dont les sommets sont en position
ge´ne´rale dans IPC 2 (on ne peut pas en extraire trois points aligne´s) ; le dernier feuil-
letage est le faisceau des coniques qui passent par les quatre sommets. L’une des
relations abe´liennes du tissu de Bol fait intervenir le dilogarithme.
L’exemple de Bol est reste´ longtemps isole´. En 2002, Robert [16] et le premier au-
teur [13] ont montre´ inde´pendamment que le 9-tissu associe´ a` l’e´quation fonctionnelle
de Spence-Kummer du trilogarithme est exceptionnel, ainsi que certains des 6- et des
7-tissus qu’on peut en extraire.
En 2003, le premier auteur [14] a donne´ les trois exemples suivants, tre`s simples,
de 5-tissus exceptionnels :
T (x, y, x+ y, x− y, x2 + y2 ),
T (x, y, x+ y, x− y, x2 − y2 ),
T (x, y, x+ y, x− y, ex + ey ).
Dans cet article, nous pre´sentons une famille a` un parame`tre de 5-tissus exceptionnels
ainsi que cinq tissus exceptionnels « isole´s » qui apparaissent comme des tissus limites
de la famille. On retrouve en particulier les trois exemples pre´ce´dents.
Ces tissus sont pre´sente´s, ainsi que leurs relations abe´liennes, dans la section §3,
dont la lecture est suffisante si l’on ne s’inte´resse qu’aux re´sultats. Tous ces tissus sont
de la forme :
(4) T [u] := T (x, y, x+ y, x− y, u(x, y) ).
Dans tout l’article, on notera :
(5) T0 := T (x, y, x+ y, x− y ).
Dans la section §2, on fait quelques remarques sur les syme´tries du 4-tissu T0 et
les transformations qui envoient un tissu de la forme (4) sur un tissu de la meˆme
forme. Dans la section §4, on e´crit le syste`me d’e´quations que doit ve´rifier la fonction
u(x, y) pour que le tissu (4) soit de rang maximal. On le re´sout sous l’hypothe`se
supple´mentaire que le 3-tissu extrait T (x, y, u(x, y) ) est aussi de rang maximal. On
ve´rifie que les seules solutions sont, a` e´quivalence de tissus pre`s, les tissus pre´sente´s
dans la section §3. La section §4 est d’une certaine fac¸on inutile, mais elle indique en
partie la voie qu’on a suivie pour de´couvrir ces nouveaux tissus exceptionnels.
En fait, les tissus dont nous allons parler sont de´ja` apparus dans la litte´rature, sans
que leur caracte`re exceptionnel ait e´te´ reconnu.
Avant que Bol obtienne son contre-exemple, Blaschke [2] a cherche´ a` montrer
que tout 5-tissu de rang 6 est alge´brisable. La me´thode qu’il propose ge´ne´ralise une
me´thode de Poincare´, qui permet de de´montrer assez facilement le re´sultat de Lie, que
tout 4-tissu de rang 3 est alge´brisable. Cet article de Blaschke et le contre-exemple de
Bol ont suscite´ plusieurs travaux, de Bompiani et Bortolotti [4] et de Terracini [17]
en 1937, de Buzano [5] [6] en 1939.
Ces auteurs s’inte´ressent a` la question des 5-tissus exceptionnels en relation avec
un proble`me de ge´ome´trie diffe´rentielle projective. Il s’agit de trouver les surfaces (S)
de l’espace IPIR5 qui admettent cinq syste`mes de courbes (= un 5-tissu) tels que (S)
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soit tangente le long de chaque courbe a` un hyperplan de IPIR5. Ils trouvent plusieurs
solutions a` ce proble`me. On sait maintenant que toutes ces solutions correspondent a`
des tissus exceptionnels [15].
L’article [6] est e´crit en termes de tissus et « tous nos tissus » apparaissent dans
cet article. Buzano distingue ces tissus pour certaines proprie´te´s de leurs sous-tissus,
mais il ne voit pas qu’ils sont de rang maximal ; essentiellement, il manque a` chaque
fois une relation pour que leur nature exceptionnelle soit re´ve´le´e. Bien que n’ayons
eu connaissance de [6] qu’apre`s avoir obtenu nos re´sultats, il y a co¨ıncidence entre
certains calculs de la section §4 et ceux de [6].
Quoiqu’il en soit, Blaschke et Bol connaissaient ces travaux. L’appendice a` la sec-
tion §30 de [3], page 261, contient un commentaire sur les articles [4] et [17], dont
voici un extrait :
« ... ist noch nicht festgestellt, ob die hierzu geho¨rigen Kurvengewebe wirklich den
Rang sechs haben, das wa¨re aber leicht nachzupru¨fen ».
Nous ne savons pas si cette ve´rification facile a jamais e´te´ faite. Un peu plus tard,
Bol e´crit les re´sume´s des deux articles de Buzano pour le Zentralblatt sans commentaire
qui aille au-dela` de ce que l’auteur dit de´montrer. En 1985, Chern [7] pose comme un
proble`me important et non re´solu de savoir si le tissu de Bol est le seul 5-tissu non
alge´brisable de rang 6. En 2004, apre`s la de´couverte des tissus exceptionnels lie´s au
trilogarithme, Griffiths [10] repose la question, sous une forme modifie´e : les tissus
exceptionnels ont-ils toujours a` voir avec les polylogarithmes ? Tous nos exemples
montrent que la re´ponse est non.
2. Remarques sur les tissus T (x, y, x+ y, x− y, u(x, y) )
Le tissu
T0 := T (x, y, x+ y, x− y )
est compose´ de quatre faisceaux de droites paralle`les, de sommets les points p1 = [0 :
1 : 0], p2 = [1 : 0 : 0], p3 = [1 : −1 : 0] et p4 = [1 : 1 : 0] de IPC 2. En particulier, les
sommets sont aligne´s, alors que les sommets du 4-tissu en droites extrait du tissu de
Bol (3) sont en position ge´ne´rale.
Le tissu T0 est encore plus particulier que cela. Rappelons que le birapport d’un
syste`me (q1, q2, q3, q4) de quatre points distincts d’une droite projective est donne´
par :
b(q1, q2, q3, q4) =
t1 − t3
t1 − t4 :
t2 − t3
t2 − t4 ,
ou` tk = ξk/ηk ∈ C ∪ {∞} et les [ξk : ηk] sont les coordonne´es homoge`nes des qk dans
un repe`re projectif de la droite ; c’est un invariant projectif du syste`me. On ve´rifie que
b(p1, p2, p3, p4) = −1. Autrement dit, les sommets p1, p2, p3, p4 forment une division
harmonique de la droite a` l’infini.
Le tissu T0 est e´videmment invariant par les dilatations
(x, y) 7→ (kx+ x′, ky + y′), (k ∈ C ∗, (x′, y′) ∈ C 2).
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Si l’on se restreint a` IR2 ⊂ C 2, les feuilles de T0 issue de O = (0, 0) rencontrent le
cercle de centre O et de rayon 1 aux sommets d’un octogone re´gulier. Il est clair que
le tissu T0 est invariant par le groupe des isome´tries de cet octogone. C’est un groupe
a` 16 e´le´ments, isomorphe au groupe die´dral ID8 et qu’on notera abusivement ID8. Il
permet de substituer a` (x, y) un des couples suivants :
(±x,±y), (±y,±x), (±x+ y√
2
,±x− y√
2
), (±x− y√
2
,±x+ y√
2
),
avec deux choix inde´pendants des signes pour chaque couple. Il est engendre´ par les
syme´tries orthogonales
(6) ρ(x, y) = (y, x), σ(x, y) = ((x + y)/
√
2, (x− y)/
√
2),
par rapport aux droites d’angles polaires π/4 et π/8, respectivement : τ ◦ σ engendre
le groupe des huit rotations de ID8 et, en conjuguant τ et σ par ces rotations, on
obtient les huit re´flexions de ID8.
Les lemmes qui suivent nous seront utiles pour reconnaˆıtre les tissus exceptionnels
de la forme (4) et les classer a` e´quivalence pre`s.
Lemme 2.1. — Soit φ un diffe´omorphisme local de C 2. Si φ transforme localement
les quatre faisceaux de T0 en faisceaux de droites, φ est le germe d’une tranformation
projective. Si φ conserve localement trois des faisceaux de T0, φ est le germe d’une
dilatation.
De´monstration. — Pour la premie`re proprie´te´, en composant φ avec une transforma-
tion projective, on peut supposer que :
φ(F(x)) = F(x), φ(F(y)) = F(y),
et que
φ(F(x + y)) = F(x+ y) ou φ(F(x + y)) = F(x/y),
selon que les sommets des faisceaux φ(F(x)), φ(F(y)) et φ(F(x+ y)) sont ou ne sont
pas aligne´s. De la premie`re proprie´te´, il de´coule que φ−1 est de la forme :
φ−1(x, y) = (X(x), Y (y)).
Si φ(F(x + y) = F(x+ y), on a :
(∂/∂x− ∂/∂y)(X(x) + Y (y)) = X ′(x) − Y ′(y) = 0,
d’ou` X(x) = kx+ x′, Y (y) = ky+ y′ avec k ∈ C ∗ : φ est une dilatation (c¸a de´montre
la deuxie`me partie de l’e´nonce´).
Si φ(F(x + y)) = F(x/y)), on a :
(x∂/∂x+ y∂/∂y)(X(x) + Y (y)) = xX ′(x) + yY ′(y) = 0,
d’ou` X(x) = k log x+ x′, Y (y) = −k log y + y′. On obtient alors
φ(F(x− y)) = F(X(x)− Y (y)) = F(xy),
qui n’est pas un faisceau de droites ; c’est une contradiction.
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Lemme 2.2. — Le groupe Sym (T0) des transformations projectives qui conservent
le tissu T0 est engendre´ par les dilatations de C 2 et le groupe ID8. De plus, si φ est
un diffe´omorphisme local qui conserve le tissu T0, φ est le germe d’un e´le´ment de
Sym (T0).
De´monstration. — Une transformation projective φ qui conserve le tissu T0 conserve
la famille {p1, p2, p3, p4} des sommets des faisceaux de droites de T0. Elle conserve
donc la droite a` l’infini (c’est une tranformation affine) et induit une permutation
s de 1, 2, 3, 4 : φ(pk) = ps(k). De plus, elle conserve le birapport. Comme les points
p1, p2, p3, p4 forment une division harmonique, si l’on permute ces points, le birapport
peut prendre trois valeurs, qui sont −1, 2 et 1/2. Il y a donc 4!/3 = 8 permutations
de (p1, p2, p3, p4) qui conservent le birapport. D’autre part, le groupe ID8 ope`re sur
{p1, p2, p3, p4} et le noyau de l’ope´ration est {±I}. On en de´duit que les 8 permutations
ci-dessus sont re´alisables avec des e´le´ments de ID8. On se rame`ne ainsi au cas ou` φ
conserve chaque feuilletage de T0 : φ est une dilatatation d’apre`s le lemme pre´ce´dent.
La deuxie`me partie de l’e´nonce´ re´sulte aussi du lemme pre´ce´dent.
Rappelons que si u est une fonction de´finie au voisinage de (x0, y0) qui ve´rifie la
condition (de transversalite´)
(7) ux(x0, y0)uy(x0, y0)(ux(x0, y0)
2 − uy(x0, y0)2) 6= 0,
(ux et uy de´signent les de´rive´es partielles de u), on a de´fini :
T [u] := T (x, y, x+ y, x− y, u(x, y) ).
Lemme 2.3. — Si u(x, y) et u′(x, y) sont deux germes de fonctions qui ve´rifient (7)
et si φ un diffe´omorphisme local qui envoie T [u] sur T [u′], φ est une transformation
projective. Si de plus F(u) n’est pas un faisceau de droites paralle`les, φ est un e´le´ment
de Sym (T0).
De´monstration. — Si φ est comme dans l’e´nonce´, au moins trois des faisceaux de
droites de T0 sont envoye´s sur des faisceaux de droites de T0. On en de´duit qu’il
existe une transformation affine ψ telle ψ ◦ φ conserve ces trois faisceaux. D’apre`s le
Lemme 2.1, φ est une transformation affine. Si F(u) n’est pas un faisceau de droites
paralle`les, φ conserve ne´cessairement le sous-tissu T0 ; le Lemme 2.2 s’applique.
Lemme 2.4. — Si u(x, y) est une fonction qui ve´rifie (7), le tissu T [u] est
alge´brisable si et seulement s’il est alge´brique, si et seulement si F(u) est un
germe de faisceau de droites.
De´monstration. — On sait (voir l’introduction) qu’un tissu forme´ de faisceaux de
droites est alge´brique. On suppose que le germe de tissu T [u] est alge´brisable. Soit φ
un diffe´omorphisme local tel que le tissu φ(T [u]) soit un germe de tissu alge´brique. Il
est associe´ a` une courbe re´duite C5 de IˇPC
2, de degre´ 5.
En particulier, φ(T [u]) est un tissu en droites, donc son sous-tissu φ(T0) est un tissu
en droites. De plus φ(T0) est de rang maximal. C’est donc, d’apre`s le The´ore`me 1.4, un
tissu alge´brique, associe´ a` une courbe de degre´ 4 C4 ⊂ C5. Il est alors clair que C5 est la
re´union de C4 et d’une droite, donc que F(u) est un faisceau de droites. En appliquant
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le meˆme argument a` tous les 3-tissus extraits de T0 (ils sont de rang maximal), on
montre que la courbe C4 est une re´union de droites. Finalement, φ(T [u]) est forme´ de
cinq faisceaux de droites, donc φ est une transformation projective d’apre`s le Lemme
2.1 et T [u] est un tissu alge´brique.
3. Fonctions theˆta et tissus exceptionnels
Cette section contient nos principaux re´sultats. Pour la plus grand part, elle peut
eˆtre lue inde´pendamment des autres sections. Nous pre´sentons une famille a` un
parame`tre de 5-tissus exceptionnels, ainsi que cinq 5-tissus exceptionnels « limites ».
Tous ces tissus sont construits par l’adjonction d’un feuilletage F(u) au tissu T0 =
T (x, y, x+ y, x− y ), i.e. sont de la forme (4) :
T [u] := T (x, y, x+ y, x− y, u(x, y) ),
ou` u ve´rifie la condition de transversalite´ (7). De plus, ils ont tous la proprie´te´ que le
sous-tissu
T (x, y, u(x, y))
est de rang maximal.
Dans la section §4, nous montrerons que tout tissu exceptionnel de la forme T [u],
tel que T (x, y, u(x, y) ) est de rang maximal, est e´quivalent a` l’un des tissus pre´sente´s
dans cette section.
D’autre part, mais on verra dans la section §4 que c’est une conse´quence des con-
ditions ci-dessus, ces tissus ont la proprie´te´ que le sous-tissu
T (x+ y, x− y, u(x, y))
est aussi de rang maximal.
Un tissu de la forme T [u] posse`dent les relations abe´liennes du tissu T0, dont voici
une base :
x+ y − (x + y) = 0,
x− y − (x − y) = 0,
2x2 + 2y2 − (x + y)2 − (x− y)2 = 0.
Le tissu T [u] est de rang maximal ρ(5) = 6 si et seulement s’il posse`de trois relations
abe´liennes supple´mentaires, inde´pendantes modulo les relations pre´ce´dentes et les
constantes, autrement dit trois relations de la forme :
fk(u(x, y)) = gk(x) + hk(y) + jk(x+ y) + lk(x− y), k = 1, 2, 3,
avec f ′1, f
′
2, f
′
3 line´airement inde´pendantes au point u(x0, y0). D’autre part, les fonc-
tions u(x, y) seront de la forme :
(8) u(x, y) = v(x) + w(y).
C’est une relation abe´lienne du sous-tissu T (x, y, u(x, y)). Pour prouver que le rang
est maximal, il restera encore, dans chaque cas, a` exhiber deux relations abe´liennes.
La condition d’inde´pendance sera facile a` ve´rifier dans tous les cas.
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Remarque 3.1. — Souvent, pour faire l’e´conomie d’un logarithme, on e´crira les re-
lations abe´liennes sous forme multiplicative. En particulier, on pourra choisir une
fonction de de´finition de la forme :
(9) u(x, y) = v(x)w(y).
On note H := {τ ∈ C , Im τ > 0} le demi-plan de Poincare´. Le groupe des
homographies τ 7→ (aτ + b)/(cτ + d) a` coefficients entiers et de de´terminant 1, ou
groupe modulaire, ope`re sur H.
Si τ ∈ H, on note q := eiπτ et on associe a` τ les quatre fonctions theˆta :
θ1(x, τ) = −i
+∞∑
n=−∞
(−1)nq(n+1/2)2ei(2n+1)x,
θ2(x, τ) =
+∞∑
n=−∞
q(n+1/2)
2
ei(2n+1)x,
θ3(x, τ) =
+∞∑
n=−∞
qn
2
ei2nx,
θ4(x, τ) =
+∞∑
n=−∞
(−1)nqn2ei2nx.
Pour alle´ger les formules, on notera simplement :
θi(x) := θi(x, τ), i = 1, 2, 3, 4,
quand la valeur du parame`tre est τ ; sinon, on e´crira le parame`tre.
Les fonctions theˆta sont des fonctions entie`res de x ∈ C . La fonction θ1 est impaire
et les fonctions θ2, θ3 et θ4 sont paires. La formule fondamentale suivante est classique
et se de´montre facilement a` partir des de´finitions ci-dessus (voir par exemple Lawden
[12], chapitre 1) :
θ3(x) θ4(y) = θ4(x+ y, 2τ) θ4(x − y, 2τ)− θ1(x + y, 2τ) θ1(x− y, 2τ).
Apre`s changement de variables :
(10) θ3((x+ y)/2, τ/2) θ4((x − y)/2, τ/2) = θ4(x) θ4(y)− θ1(x) θ1(y).
On a le re´sultat suivant :
The´ore`me 3.2. — Pour tout τ ∈ H, le tissu T [u] associe´ a` la fonction
u(x, y) =
θ1(x)
θ4(x)
θ1(y)
θ4(y)
,
en un point ou` (7) est ve´rifie´, est exceptionnel. Les tissus associe´s a` τ, τ ′ ∈ H sont
e´quivalents si et seulement si τ et τ ′ sont congrus modulo le groupe G d’automor-
phismes de H engendre´ par les transformations τ 7→ τ+2, τ 7→ τ/(τ+1) et τ 7→ −2/τ .
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Notons que τ 7→ −2/τ n’est pas une transformation modulaire. La deuxie`me partie
de l’e´nonce´, qu’on de´montrera a` la fin de cette section, a le sens suivant : si τ et τ ′ ∈ H
sont congrus modulo le groupe G, les tissus associe´s sont e´quivalents par un e´le´ment
du groupe Sym (T0) ; de plus (c’est une conse´quence de la proprie´te´ pre´ce´dente et du
Lemme 2.3), si des germes des tissus associe´s a` τ, τ ′ ∈ H, en des points ou` la condition
(7) est ve´rifie´e, sont e´quivalents, alors τ et τ ′ sont congrus modulo G.
De´monstration. — On obtient une relation abe´lienne (sous forme multiplicative) en
divisant les deux membres de (10) par θ4(x) θ4(y) :
1− u(x, y) = θ3((x+ y)/2, τ/2) θ4((x − y)/2, τ/2)
θ4(x) θ4(y)
et une autre en remplac¸ant (x, y) par (x,−y) et en tenant compte des parite´s des
fonctions theˆta :
1 + u(x, y) =
θ3((x − y)/2, τ/2) θ4((x+ y)/2, τ/2)
θ4(x) θ4(y)
.
On ve´rifie que F(u) n’est pas un faisceau de droites ! Compte tenu du Lemme 2.4, le
tissu T [u] est exceptionnel.
En divisant membre a` membre les deux relations pre´ce´dentes, on obtient une rela-
tion a` 3 facteurs :
(11)
1− u(x, y)
1 + u(x, y)
=
θ3((x+ y)/2, τ/2)/θ4((x+ y)/2, τ/2)
θ3((x− y)/2, τ/2)/θ4((x− y)/2, τ/2) .
Plus bas, nous rappellerons la de´finition des fonctions elliptiques de Jacobi. La relation
(11) s’e´crit simplement en termes de ces fonctions.
Pour faire la liaison entre cette famille et les cinq tissus exceptionnels que nous
allons pre´senter maintenant, notons seulement que la famille de tissus du The´ore`me 3.2
est e´quivalente a` la famille T [uk] de´finie par les fonctions
k ∈ C , k2 6= 0, 1, uk(x, y) = snkx snky,
et qu’on a les limites classiques suivantes :
tanhx = lim
k→1
snkx, sinx = lim
k→0
snkx.
The´ore`me 3.3. — On obtient cinq 5-tissus exceptionnels T [u] deux a` deux non
e´quivalents pour les choix suivants de la fonction u(x, y) :
(A) u(x, y) = tanhx tanh y,
(B) u(x, y) = sinx sin y,
(C) u(x, y) = ex + ey,
(D) u(x, y) = x2 − y2,
(E) u(x, y) = x2 + y2.
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Remarque 3.4. — Les syme´tries (x, y) 7→ (±x,±y) et (x, y) 7→ (±y,±x) du tissu T0
transforment les tissus (A)–(D) en des tissus qui leur sont e´quivalents par dilatation.
En de´montrant le the´ore`me, on verra que la syme´trie σ(x, y) = ((x + y)/
√
2, (x −
y)/
√
2) transforme les tissus (A)–(D) en des tissus de la forme T [uσ] qui, modulo une
dilatation, peuvent eˆtre de´finis par les fonctions suivantes :
(A) uσ(x, y) = coshx/ cosh y,
(B) uσ(x, y) = cosx+ cos y,
(C) uσ(x, y) = e
x cosh y,
(D) uσ(x, y) = xy,
(E) uσ(x, y) = x
2 + y2.
Remarque 3.5. — La remarque qui pre´ce`de l’e´nonce´ montre que les tissus (A) et (B)
sont « des cas limites » des tissus du The´ore`me 3.2. Les limites ci-dessous montrent
qu’on peut conside´rer les tissus (C), (D) et (E) comme des limites de suites de tissus
tous e´quivalents au tissu (B).
ex + ey = lim
k→+∞
2e−k(cosh(x+ k) + cosh(y + k)),
x2 ± y2 = lim
ǫ→0
2ǫ−2((cosh(ǫx) − 1)± (cosh(ǫy)− 1)).
De´monstration. — Elle consiste a` exhiber, dans chaque cas, trois relations abe´liennes
qui, avec les relations de T0, prouvent que le tissu T [u] est de rang maximal. Selon les
cas, il est plus commode d’e´crire ces relations sous forme additive ou sous forme mul-
tiplicative. Ceci fait, le fait que T [u] est exceptionnel est une conse´quence imme´diate
du Lemme 2.4.
Pour construire une fonction de de´finition uσ de la forme (8) ou (9) du tissu σ(T [u]),
en fait modulo une dilatation, on e´crit une relation abe´lienne du sous-tissu T (x+y, x−
y, u(x, y)) et on la transforme par σ.
La non e´quivalence des cinq tissus se ve´rifie, compte tenu du Lemme 2.3, en com-
parant les dix fonctions u ou uσ obtenues.
Dans chaque cas, on indiquera le cas e´che´ant un changement de variables qui
transforme le tissu T [u] en un tissu dont les feuilles sont des (germes de) courbes
alge´briques.
(A). — On a les relations abe´liennes :
u(x, y) = tanhx tanh y,
1 + u(x, y) =
cosh(x+ y)
coshx cosh y
,
1− u(x, y) = cosh(x− y)
coshx cosh y
.
En divisant membre a` membre les deux dernie`res identite´s, on obtient :
1 + u(x, y)
1− u(x, y) =
cosh(x+ y)
cosh(x− y) ,
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dont on de´duit :
uσ(x, y) = coshx/ cosh y.
En posant e2x = ξ, e2y = η, on obtient que le tissu T [ tanhx tanh y ] est e´quivalent
au tissu
T ( ξ, η, ξη, ξ/η, (ξ − 1)(η − 1)
(ξ + 1)(η + 1)
),
forme´ de trois faisceaux de droites et de deux faisceaux de coniques.
(B). — On a les relations abe´liennes :
u(x, y) = sinx sin y,
2u(x, y) = cos(x− y)− cos(x+ y),
4u(x, y)2 = cos2(x− y) + cos2(x+ y)− cos 2x− cos 2y.
De la deuxie`me relation, on de´duit :
uσ(x, y) = cosx+ cos y.
En posant eix = ξ, eiy = η, on obtient que le tissu T [ sinx sin y ] est e´quivalent au
tissu
T ( ξ, η, ξη, ξ/η, (ξ
2 − 1)(η2 − 1)
ξη
),
forme´ de trois faisceaux de droites, un faiseau de coniques et un faisceau de quartiques.
(C). — On a les relations abe´liennes :
u(x, y) = ex + ey,
u(x, y)2 = e2x + e2y + 2e(x+y),
u(x, y) = 2e(x+y)/2 cosh
x− y
2
.
De la dernie`re relation, on de´duit :
uσ(x, y) = e
x cosh y.
En posant ex = ξ, ey = η, on obtient que le tissu T [ ex + ey ] est e´quivalent au tissu
T ( ξ, η, ξη, ξ/η, ξ + η ),
forme´ de quatre faisceaux de droites et d’un faisceau de coniques.
(D). — On a les relations abe´liennes :
u(x, y) = x2 − y2,
6u(x, y)2 = 8x4 + 8y4 − (x+ y)4 − (x− y)4,
u(x, y) = (x+ y)(x− y).
De la dernie`re relation, on de´duit :
uσ(x, y) = xy.
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(E). — On a les relations abe´liennes :
u(x, y) = x2 + y2,
6u(x, y)2 = 4x4 + 4y4 + (x+ y)4 + (x− y)4,
10u(x, y)3 = 8x6 + 8y6 + (x+ y)6 + (x− y)6.
La relation a` trois termes 2u(x, y)2 = (x + y)2 + (x − y)2 est (aussi) une relation du
4-tissu T0. Le tissu T [x2 + y2] est invariant par σ.
On va maintenant traduire le The´ore`me 3.2 en termes des fonctions elliptiques de
Jacobi, en de´montrer la deuxie`me partie et donner des mode`les de ses tissus qui ont
la proprie´te´ d’eˆtre « a` feuilles alge´briques ».
On note :
θi := θi(0, τ), i = 1, 2, 3, 4.
A` τ ∈ H on associe les nombres :
k = θ22/θ
2
3, k
′ = θ24/θ
2
3.
Les fonctions elliptiques de parame`tre τ ou de module k sont de´finies par :
snkx =
θ3
θ2
θ1(x/θ
2
3)
θ4(x/θ23)
, cnkx =
θ4
θ2
θ2(x/θ
2
3)
θ4(x/θ23)
, dnkx =
θ4
θ3
θ3(x/θ
2
3)
θ4(x/θ23)
.
Le nombre k′ est appele´ le module conjugue´ de k. On a k2+ k′2 = 1. Ces fonctions ne
de´pendent en fait que du carre´ du module. La fonction
(12) τ ∈ H, τ 7→ k(τ)2
est une fonction modulaire, c’est-a`-dire invariante par un sous-groupe d’indice fini du
groupe modulaire. Elle prend toutes les valeurs complexes sauf 0 et 1. Elle est e´tudie´e
par exemple dans Chandrasekharan [7], livre auquel on renvoie pour plus de de´tails,
en particulier sur les relations entre le parame`tre τ et le module k, qu’on ne discutera
pas.
Avec ces notations, la famille de fonctions u(x, y) du The´ore`me 3.2 s’e´crit u(x, y) =
k snk(θ
2
3x) snk(θ
2
3y). Modulo les dilatations de C
2, on peut remplacer cette famille par
la suivante :
(13) k ∈ C , k2 6= 0, 1, uk(x, y) = snkx snky.
Compte tenu du Lemme 2.4 et de proprie´te´s de la fonction (12) qu’on trouvera dans
[7], la deuxie`me partie du The´ore`me 3.2 est une conse´quence de la proposition suiv-
ante :
Proposition 3.6. — Soit k, l ∈ C avec k2, l2 6= 0, 1. Les tissus (avec singularite´s)
T [ snkx snky ] et T [ snlx snly ] sont e´quivalents sous l’action du groupe Sym (T0) si et
seulement si
(14) l ∈ {±k, ± 1
k
, ±1− k
1 + k
, ±1 + k
1− k }.
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Compte tenu du Lemme 2.3, cette proposition re`gle aussi la question de
l’e´quivalence dans les germes. Avant de de´montrer cette proposition, nous e´crivons
la relation (11) sous une autre forme :
Lemme 3.7. — On a l’identite´ :
(15)
1 + k snkx snky
1− k snkx snky =
dnk(x + y)− k cnk(x+ y)
dnk(x − y)− k cnk(x− y) .
De´monstration. — On pourrait partir de (11) mais on utilisera plutoˆt le formulaire
des fonctions elliptiques. On part des formules d’additions (voir [12] (2.4.1)–(2.4.3) ;
on n’e´crit pas l’indice k) :
cn (x± y) = cnx cn y ∓ snx sn y dnxdn y
1− k2 sn 2x sn 2y ,
dn (x± y) = dnxdn y ∓ k
2 snx sn y cnx cn y
1− k2 sn 2x sn 2y .
En substituant les seconds membres a` cn (x± y) et dn (x± y) dans le second membre
de (15), on obtient le re´sultat.
Remarque 3.8. — En remplac¸ant (x, y) par σ(x, y) dans (15), on voit que le tissu
σ(T [ snkx snky ]) est un dilate´ du tissu T [v], ou` v(x, y) = (dnkx − kcnkx)/(dnky −
kcnky).
Pour e´viter d’e´crire des formules pre´cises de la the´orie des fonctions elliptiques, on
convient de noter :
(16) u′(x, y) ∼ u(x, y)
s’il existe c, k ∈ C ∗ et x′, y′, u0 ∈ C tels qu’on ait l’identite´
(x, y) ∈ C 2, u′(x, y) = cu(kx+ x′, ky + y′) + u0.
On utilisera une convention analogue pour les fonctions u(x) d’une variable.
De´monstration de la Proposition. — Pour un module k fixe´, on a les formules « de
pe´riodicite´ » suivantes, voir ([12] (2.1.21), (2.2.17)) :
(17) snkx ∼ 1/snkx, snkx ∼ dnkx/cnkx.
Par exception, on aura besoin de la version plus pre´cise suivante de la premie`re for-
mule : il existe T ∈ C , qui ne de´pend que de k, tel que :
(18) x ∈ C , k snk(x+ T ) = 1/snkx.
D’autre part, on a les formules suivantes, qui relient des fonctions elliptiques de mod-
ules diffe´rents (voir [12] (3.9.4), (3.9.24), (2.6.12)) :
sn1/kx ∼ snkx, dnkx− kcnkx ∼ 1/dnl′x, dnk′x ∼ dnkx/cnkx,
ou` l = (1 − k)/(1 + k) et k′ et l′ sont les modules conjugue´s de k et l. On a donc :
dnkx− kcnkx
dnky − kcnky ∼
dnl′y
dnl′x
∼ dnly/cnly
dnlx/cnlx
∼ snly
snlx
∼ snly snlx.
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Il re´sulte du Lemme 3.7, de la remarque qui le suit et des e´quivalences ci-dessus que que
le tissu T [ snlx snly ] est e´quivalent par dilatation a` l’image du tissu T [ snkx snky ]
par la syme´trie σ. Avec (17), ceci montre que, dans l’e´nonce´ de la proposition, la
condition (14) est suffisante.
Re´ciproquement, on suppose que T [ snkx snky ] et T [ snlx snly ] sont dans la meˆme
orbite sous l’action du groupe Sym (T0). Quitte a` remplacer l par (1 − l)/(1 + l), on
peut supposer qu’ils sont dans la meˆme orbite sous l’action du groupe engendre´ par
les dilatations de C 2 et les syme´tries (x, y) 7→ (±x,±y) et (x, y) 7→ (±y,±x) (« on a
enleve´ σ »). Comme ces syme´tries laissent ces tissus invariants, on peut supposer qu’ils
sont e´quivalents par dilatation. On a alors ne´cessairement snkx snky ∼ snlx snly,
donc :
x ∈ C , snkx = c snl(dx+ x′) + e,
avec c, d ∈ C ∗ et x′, e ∈ C . D’autre part, et c’est une proprie´te´ classique, la fonction
snkx est solution de l’e´quation diffe´rentielle :
(z′)2 = (1− z2)(1 − k2z2).
On en de´duit que snlx ve´rifie l’e´quation diffe´rentielle :
(z′)2 = (1− (cz + e)2)(1 − k2(cz + e)2)/(c2d2).
Le second membre doit eˆtre identique au second membre de l’e´quation diffe´rentielle
(z′)2 = (1− z2)(1 − l2z2). On obtient e = 0, puis l2 = k2 ou l2 = 1/k2. Ceci termine
la de´monstration de la proposition.
On obtient un « mode`le a` feuilles alge´briques » du tissu T [snkx snky] en posant :
sn2kx = ξ, sn
2
ky = η.
On obtient le tissu e´quivalent :
T ( ξ, η, u+(ξ, η), u−(ξ, η), ξη ),
ou` u±(ξ, η) = sn
2
k(x± y) peut eˆtre calcule´ graˆce aux formules d’additions
snk(x± y) = snkx cnky dnky ± snky cnkxdnkx
1− k2 sn2kx sn2ky
et aux identite´s :
sn2kx+ cn
2
kx = 1, dn
2
kx+ k
2 sn2kx = 1.
On e´crit :
snk(x± y) =
√
A(ξ, η)±
√
A(η, ξ),
avec
A(ξ, η) =
sn2kx cn
2
ky dn
2
ky
(1 − k2 sn2kx sn2ky)2
=
ξ(1 − η)(1− k2η)
(1 − k2ξη)2 .
On a donc :
u+(ξ, η) + u−(ξ, η) = 2(A(ξ, η) +A(η, ξ)),
u+(ξ, η)u−(ξ, η) = (A(ξ, η) −A(η, ξ))2.
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On ve´rifie que
A(ξ, η) −A(η, ξ) = ξ − η
1− k2ξη .
Au point (ξ, η) de C 2, u+(ξ, η) et u−(ξ, η) sont les deux racines de l’e´quation en t :
(19) (1− k2ξη)2t2 − 2(ξ(1− η)(1 − k2η) + η(1 − ξ)(1− k2ξ)t+ (ξ − η)2 = 0.
On en de´duit que les feuilles des feuilletages F(u+) et F(u−) sont des germes des
quartiques obtenues en fixant t ∈ C dans l’e´quation (19).
4. Un syste`me diffe´rentiel associe´ aux tissus de la section §3
Dans cette section, nous de´montrons le re´sultat suivant :
The´ore`me 4.1. — Soit u un germe de fonction qui ve´rifie (7). Si le tissu T [u] est
exceptionnel et si le tissu {F(x),F(y),F(u)} est de rang maximal, le tissu T [u] est
l’image, par un e´le´ment du groupe Sym (T0), d’un germe d’un des tissus conside´re´s
dans les The´ore`mes 3.2 et 3.3.
La de´monstration repose sur la simplicite´ du syste`me diffe´rentiel que doit ve´rifier
une fonction u(x, y), choisie de la forme v(x) + w(y), pour que le tissu T [u] soit de
rang maximal.
Plus ge´ne´ralement, on peut obtenir une condition diffe´rentielle assez simple (a`
e´crire, pas toujours a` re´soudre) sur la fonction u(x, y) pour qu’un tissu de la forme
(20) T ( l1, . . . , lp, u ),
ou` l1, . . . , lp sont des formes line´aires deux a` deux line´airement inde´pendantes, soit de
rang maximal. Les feuilles des feuilletages qui constituent le tissu (20) sont aussi les
les courbes inte´grales des champs de vecteurs
Xk =
∂lk
∂y
∂
∂x
− ∂lk
∂x
∂
∂y
, k = 1, . . . , p ; Xu =
∂u
∂y
∂
∂x
− ∂u
∂x
∂
∂y
.
Les champs X1, . . . , Xp sont constants. Le p-tissu T (l1, . . . , lp), forme´ de p faisceaux
de droites paralle`les, est de rang maximal ρ(p) = (p − 1)(p − 2)/2. En raisonnant
comme au de´but de la section §3, on voit que le (p+1)-tissu (20) est de rang maximal
ρ(p+ 1) = ρ(p) + p− 1 si et seulement si l’espace des fonctions f ′(u) telles que f(u)
ve´rifie une relation de la forme :
(21) f(u) =
p∑
k=1
fk(lk)
est de dimension p − 1, si et seulement si l’espace des fonctions f(u) de cette forme
est de dimension p. On a le lemme e´le´mentaire :
Lemme 4.2. — Avec les notations qu’on vient d’introduire, une fonction h est de la
forme h =
∑p
k=1 fk(lk) si et seulement si X1 . . .Xp h = 0.
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De´monstration. — Ce qui, a` la rigueur, demande une de´monstration, est le fait que,
si X1 . . .Xp h = 0, alors h est de la forme annonce´e. C’est clair si p = 1 et, si c’est
connu a` l’ordre p− 1,
(X1 . . . Xp−1)Xph = 0
donne Xph =
∑p−1
k=1 fk(lk). Si, pour k = 1, . . . p − 1, gk est une primitive de fk,
Xpgk(lk) = (Xplk)fk(lk) avec Xplk ∈ C ∗ (car lk et lp sont inde´pendantes). On en
de´duit l’existence de gp tel que :
h =
p−1∑
k=1
gk(lk)/(Xplk) + gp(lp).
On en de´duit le crite`re suivant :
Proposition 4.3. — Avec les notations pre´ce´dentes, soit a1, . . . , ap les coefficients
dans la formule
(22) X1 . . .Xp f(u) ≡
p∑
k=1
ak(x, y)f
(k)(u),
obtenue en calculant formellement X1 . . .Xp f(u). Pour que le tissu T ( l1, . . . , lp, u )
soit de rang maximal, il faut et il suffit que u ve´rifie le syste`me d’e´quations :
(23) k = 1, . . . , p− 1, Xu (ak/ap) ≡ 0.
On peut calculer facilement les fonctions ak en termes de u et de ses de´rive´es, mais
on n’utilisera que les cas p = 2 et p = 4. Notons seulement que
ap ≡ (X1u) . . . (Xpu) 6= 0
au point d’e´tude ; c’est la condition de transversalite´ des feuilletages.
De´monstration. — On note bk = ak/ap, k = 1, . . . , p−1. Compte tenu de la discussion
qui pre´ce`de l’e´nonce´, le tissu est de rang maximal si et seulement si l’e´quation
f (p)(u(x, y)) +
p−1∑
k=1
bk(x, y)f
(k)(u(x, y)) = 0
a un espace de solutions de dimension p. Si l’on prend un syste`me de coordonne´es
locales (u, v) dont u fait partie, l’e´quation pre´ce´dente est une e´quation diffe´rentielle
ordinaire, avec u comme variable de de´rivation et v comme parame`tre. Il est clair que
le premier membre ne doit pas de´pendre explicitement de v. D’ou` la proposition.
Revenons au cas particulier des tissus T [u], pour lesquels p = 4 et
X1 = ∂/∂y, X2 = ∂/∂x, X3 = ∂/∂x− ∂/∂y, X4 = ∂/∂x+ ∂/∂y.
On suppose aussi que u(x, y) est de la forme
u(x, y) = v(x) + w(y)
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et ve´rifie la condition (de transversalite´) :
(24) vxwy(v
2
x − w2y) 6= 0.
(Par exemple, vx, vxx... de´signent les de´rive´es successives de v). On a :
X1X2f(u) = (f(u))xy = f
′′(u)vxwy ,
X1X2X3X4f(u) = (f
′′(u)vxwy)xx − (f ′′(u)vxwy)yy,
avec par exemple :
(f ′′(u)vxwy)xx = wy(f
′′′(u)v2x + f
′′(u)vxx)x
= wy(f
′′′′(u)v3x + 3f
′′′(u)vxvxx + f
′′(u)vxxx).
Par syme´trie, on obtient :
X1X2X3X4f(u) = f
′′′′(u)vxwy(v
2
x − w2y)+
3f ′′′(u)vxwy(vxx − wyy) + f ′′(u)(wyvxxx − vxwyyy).
La proposition pre´ce´dente s’applique : u de´finit un tissu de rang maximal si et seule-
ment si les e´quations suivantes sont ve´rifie´es :
Xu
(
vxx − wyy
v2x − w2y
)
= 0,(25)
Xu
(
wyvxxx − vxwyyy
vxwy(v2x − w2y)
)
= 0.(26)
On a le lemme a priori surprenant suivant :
Lemme 4.4. — Si u(x, y) = v(x) +w(y) ve´rifie (24), l’e´quation (25) est une condi-
tion ne´cessaire et suffisante pour que le 3-tissu T (x+ y, x− y, u(x, y) ) soit de rang
maximal.
De´monstration. — On a :
X3X4f(u) = f(u)xx − f(u)yy = f ′′(u)(v2x − w2y) + f ′(u)(vxx − wyy).
La Proposition 4.3 et la comparaison avec (25) donnent le re´sultat.
On a Xu = vx∂/∂y − wy∂/∂x. L’e´quation (25) s’e´crit :
(27) vx
(
vxx − wyy
v2x − w2y
)
y
= wy
(
vxx − wyy
v2x − w2y
)
x
.
On est amene´ a` traiter a` part les cas ou` l’une des fonctions vxx ou wyy s’annule
identiquement. Si les deux fonctions sont nulles, u est une fonction affine et F [u] un
faisceau de droites paralle`les. Si par exemple vxx ≡ 0 et wyy 6≡ 0, soit vx ≡ c ∈ C ∗,
on obtient :
(28)
(
wyy
c2 − w2y
)
y
= 0,
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d’ou`, pour un k ∈ C ∗, wyy = k(c2 − w2y) et wyyy = −2kwywyy = −2k2wy(c2 − w2y).
Pour le moment, on se contente de remarquer que l’e´quation (26), qui se re´duit dans
ce cas a` : (
wyyy
wy(c2 − w2y)
)
y
= 0
est implique´e par l’e´quation (25).
On suppose maintenant que les fonctions vxx et wyy ne sont pas identiquement
nulles. On de´veloppe d’abord (27) sous la forme :
(29) (
vxxx
vx
+
wyyy
wy
)(v2x − w2y) = 2(v2xx − w2yy).
Il en re´sulte que la fonction
h := v2x
wyyy
wy
− w2y
vxxx
vx
est la somme d’une fonction de x et d’une fonction de y. Donc hxy = 0, ce qui donne :
vxvxx
(
wyyy
wy
)
y
= wywyy
(
vxxx
vx
)
x
,
ou mieux :
1
wywyy
(
wyyy
wy
)
y
=
1
vxvxx
(
vxxx
vx
)
x
≡ 4p ∈ C ,
puisque le premier membre ne de´pend que de y et le deuxie`me que de x.
On a obtenu que vx et wy, comme fonctions d’une variable, sont solutions de la
meˆme e´quation diffe´rentielle :
(30)
(
z′′
z
)′
= 4pzz′.
Si z 6≡ 0 ve´rifie (30), z′′ = 2pz3 + qz pour un q ∈ C , donc z′′z′ = 2pz3z′ + qzz′ et
finalement :
(31) (z′)2 = pz4 + qz2 + r, q, r ∈ C .
Re´ciproquement, supposons que :
v2xx = pv
4
x + qv
2
x + r ; w
2
yy = pw
4
y + q
′w2y + r
′,
donc :
vxxx
vx
= 2pv2x + q ;
wyyy
wy
= 2pw2y + q
′.
L’e´quation (29) est ve´rifie´e si et seulement si :
((2pv2x + q) + (2pw
2
y + q
′))(v2x − w2y) = 2((pv4x + qv2x + r)− (pw4y + q′w2y + r′)).
Apre`s simplification, on obtient (q − q′)v2x + 2r = (q′ − q)w2y + 2r′ et donc q = q′,
r = r′.
Finalement, si q = q′ et r = r′, le premier membre de l’e´quation (26) devient :
Xu
(
vxxx/vx − wyyy/wy
v2x − w2y
)
= 2pXu1 = 0.
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L’e´quation (26) est ve´rifie´e. En re´sume´, on a de´montre´ :
Proposition 4.5. — Soit u(x, y) = v(x)+w(y) un germe de fonction qui ve´rifie (24).
Le tissu T [u] est de rang maximal si et seulement si le tissu T (x+ y, x− y, u(x, y) )
est de rang maximal, si et seulement si l’une des conditions suivantes est ve´rifie´e :
1. vx et wy sont constantes ;
2. vx est une constante c ∈ C ∗ et wyy = k(c2 − w2y) pour un k ∈ C ∗ ;
3. wy est une constante c ∈ C ∗ et vxx = k(c2 − v2x) pour un k ∈ C ∗ ;
4. il existe p, q, r ∈ C (non tous nuls) tels que vx et wy sont des solutions non
constantes de l’e´quation diffe´rentielle (z′)2 = pz4 + qz2 + r.
De´monstration du The´ore`me 4.1. — C’est un exercice assez re´barbatif qui consiste a`
re´e´crire les e´quations de la proposition, en distinguant une petite multitude de cas,
et a` ve´rifier qu’a` chaque fois la solution u(x, y) de´finit, a` l’action pre`s du groupe
Sym (T0), un tissu du The´ore`me 3.2 ou de l’un des types (A), (B), (C), (D) ou (E) du
The´ore`me 3.3. Les fonctions u qui vont intervenir sont des fonctions classiques. On
ne fera pas re´fe´rence au point de base, qui peut eˆtre n’importe quel point tel que (24)
soit ve´rifie´.
Soit u(x, y) et u′(x, y) deux fonctions du type conside´re´ dans la Proposition 4.5. On
suppose de plus que les feuilletages qu’elles de´finissent ne sont pas des faisceaux de
droites. Sous cette condition, on sait qu’elles de´finissent le meˆme tissu si et seulement
si elles de´finissent le meˆme feuilletage. C’est le cas si et seulement si u′ est de la forme
u′(x, y) = cu(x, y) + e, (c ∈ C ∗, e ∈ C ).
(En effet, la forme impose´e u(x, y) = v(x) +w(y) est une relation abe´lienne non triv-
iale du 3-tissu T (x, y, u(x, y)). Toute autre relation de ce tissu est une combinaison
line´aire de celle-ci et d’une « relation constante ».)
On utilisera la notation (16).
1. — Si u ve´rifie la premie`re proprie´te´ de la proposition, u est une fonction affine,
F(u) un faisceau de droites paralle`les et T [u] un tissu alge´brique.
2. — Si u ve´rifie la deuxie`me proprie´te´ de la proposition, quitte a` remplacer u par
u′ ∼ u, on se rame`ne au cas ou` c = 1, k = 1. L’e´quation wyy = 1 − w2y a la solution
wy = tanh y. On obtient u(x, y) ∼ x+ log cosh y et des tissus du type (C).
3. — Si u ve´rifie la troisie`me proprie´te´ de la proposition, la syme´trie (x, y) 7→ (y, x)
permet de se ramener au cas pre´ce´dent.
4. — On suppose maintenant que u ve´rifie la quatrie`me proprie´te´. On note :
E(p, q, r) : (z′)2 = pz4 + qz2 + r,
l’e´quation diffe´rentielle ve´rifie´e par vx = ux et wy = uy. Si z est une solution parti-
culie`re de l’e´quation pre´ce´dente, la solution ge´ne´rale est t 7→ ±z(t+ t′). Donc, e´tant
donne´ une primitive v de z, on a :
u(x, y) ∼ v(x) ± v(y).
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Selon les cas les tissus associe´s a` des signes diffe´rents sont e´quivalents ou ne le sont
pas.
D’autre part, en remplac¸ant u par u′ ∼ u, on peut remplacer l’e´quation E(p,q,r)
par l’e´quation E(c2d2p, c2q/d2,r/(c2d2)) pour tout c, d ∈ C ∗.
4-a. — Si p = 0 et q = 0, on se rame`ne a` r = 2, d’ou` z(t) = t/2 et v(x) = x2. On
obtient u(x, y) ∼ x2 ± y2 et, selon le signe, des tissus du type (D) ou du type (E).
4-b. — Si p = 0 et r = 0, on se rame`ne a` q = 1, d’ou` z(t) = et, v(x) = ex. On obtient
u(x, y) ∼ ex±ey. Une translation permet de passer du signe − au signe +. On obtient
des tissus du type (C).
4-c. — Si p = 0 et qr 6= 0, on se rame`ne a` q = 1, r = 1, z(t) = sinh t, v(x) = coshx.
On obtient u(x, y) ∼ coshx± cosh y. Une translation permet de passer du signe − au
signe +. On obtient des tissus du type (B).
4-d. — Si q = 0 et r = 0, on se rame`ne a` p = 1, d’ou` z(t) = 1/t, v(x) = log x. On
obtient : u(x, y) ∼ log x ± log y. Si le signe est −, on obtient un faisceau de droites,
donc un tissu alge´brique. Si le signe est +, on obtient des tissus du type (D).
4-e. — On suppose maintenant p 6= 0, (q, r) 6= (0, 0). En remplac¸ant u par u′ ∼ u,
on se rame`ne au cas ou` l’e´quation E(p,q,r) est de la forme suivante :
(32) E(k) : (z′)2 = (1 − z2)(1 − k2z2).
Cette e´quation a comme solution particulie`re la fonction de Jacobi snkt si k 6= 0, 1, la
fonction sin t si k = 0 et la fonction tanh t si k = 1. On a∫
snkt dt =
1
k
log(dnkt− cnkt) + Cte ∼ log(snlt),
ou` l = (1 − k)/(1 + k) (voir [12] (2.7.1)).
4-e (i). — Si k2 = 0, on obtient u(x, y) ∼ log sinx± log sin y. Selon que le signe est
+ ou −, les tissus obtenus sont du type (B) ou du type (A).
4-e (j). — Si k2 = 1, on obtient u(x, y) ∼ log tanhx ± log tanh y. Une translation
permet de passer du signe − au signe +. On obtient des tissus du type (A).
4-e (k). — Si k2 6= 0, 1, on obtient u(x, y) ∼ log sn lx ± log sn ly. Compte tenu de
(18), une translation permet de passer du signe − au signe +. On obtient les tissus
du The´ore`me 3.2.
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